
 

No3 数学的帰納法 

 

１．nを自然数とするとき、次の等式を数学的帰納法によって証明せよ。 

          1 ∙ 1 + 4 ∙ 2 + 7 ∙ 22 + ⋯ + (3𝑛 − 2) ∙ 2𝑛−1 = (3𝑛 − 5)2𝑛 + 5 

 

２．正の整数 nに対し、𝑆(𝑛) = ∑
(−1)𝑝−1

𝑝
  , 𝑇(𝑛) = ∑

1

𝑛+𝑞
  𝑛

𝑞=1
2𝑛
𝑝=1 とおく。等式 S(n) = T(n) (n = 1 , 2 , 3 , …) 

が成り立つことを、数学的帰納法を用いて示せ。 

 

３．nを 5 以上の自然数とするとき、𝑛2 < 2𝑛 < 𝑛! を証明せよ。 

 

４．nを 2 以上の自然数とするとき、∑
1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 < 2 −

1

𝑛
 が成立することを証明せよ。 

 

５．整数 𝑎𝑛 = 19𝑛 + (−1)𝑛−1 ∙ 24𝑛−3 (𝑛 = 1 , 2 , 3 , ⋯ ) のすべてを割り切る素数を求めよ。 

 

６．数列{an}は、𝑎1 = 7 , 𝑎𝑛+1 = (𝑎𝑛)3  (𝑛 = 1 , 2, 3 , ⋯ ) によって定められるとする。nを自然数とするとき、

𝑎𝑛 を 3𝑛  で割ったときの余りが 1 になることを数学的帰納法によって証明せよ。      （神戸大） 

 

７．数列{an} , {bn}は、𝑎1 = 𝑏1 =
1

2
 , 𝑎𝑛+1 =

𝑎𝑛

1−𝑏𝑛
2   , 𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛+1𝑏𝑛 を満たしている。an , bnを表す nの式を

推定し、それが正しいことを数学的帰納法で証明せよ。 

 

８．a , bを正の整数とする。2 次方程式 𝑥2 − 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 の 2 つの実数解を 𝛼 , 𝛽 とするとき、すべての自然

数 nについて、𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 が整数となることを示せ。 

 

９．𝑥 = 𝑡 +
1

𝑡
 , 𝑃𝑛 = 𝑡𝑛 +

1

𝑡𝑛   (𝑛 = 1 , 2 , 3 , ⋯ ) とおくとき、Pnは xの n次式になることを示せ。 （香川大） 

 

10. 正の項からなる数列{an}が、全ての自然数 nに対して次の等式を満たすとき、一般項 anを求めよ。 

(𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛)2 = 𝑎1
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